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INTRODUCTION 

En 1951, au Symposium sur les ondes de gravity, organist par le 

National Bureau of Standards, j'ai presents une etude sur les Equations 

approchees de la houle en profondeur variable [l]. Cette etude etait li- 

mitee aux problemes plans (houles cylindriques) mais j'lndiquais que la 

methode pouvait ttre etendue aux cas tridimenslonnels. Les formules aux- 

quelles on aboutissait alors pour ces cas, justifiaient a titre de pre- 

miere approximation, la pratique usuelle de construction et d'interpreta- 

tion des plans de vagues ; elle introduisait neanmoins un certain nombre 

de corrections qui pouvaient en gros se grouper en trois categories : 

- des deformations des houles identlques en substance a celles 

obtenues pour le cas bi-dimensionnel, 

- des corrections d'amplitude, 

- des corrections de longueur d'onde. 

Les effets de la premiere categorie ont ete etudies dans 1'arti- 

cle cite plus haut. Ceux de la deuxieme categorie ne sont pas significa- 

tifs a l'ordre de precision retenu. Par contre, les effets de la troisieme 

categorie peuvent avoir une certaine importance pratique du fait de leur 

aspect "cumulatif". En effet, des variations de longueur d'onde, mime 

petites n'ont pas uniquement un effet local mais sont susceptibles de de- 

former 1'ensemble d'un diagramme de refraction. Cependant, la precision 

que l'on pouvait attemdre par le trace graphique   des epures de refrac- 

tion ne permettait guere 1'utilisation pratique de ces resultats. Ceci 

est la raison pour laquelle je m'etais jusqu'ici, abstenu de les publier, 

leur interSt semblant d'autant plus lointaln que 1'aspect mathematique 

pur de ces formules est sans intertt theorique. 

Par contre, maintenant, etant donne les extraordinaires progres 

de rapidite et d'economxe des calculatrices eiectroniques, il est possible 

d'executer economiquement des calculs de refraction tres precis utilisant 
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56 COASTAL ENGINEERING 

au besoln des formules theoriques complexes. II devient done possible 

d'utlllser les corrections de longueur d'onde presentees ici ; elles 

permettent d'augmenter encore la precision et la securlte des calculs 

eiectroniques de propagation d'onde de gravity. 

DEFINITION DO PROBLEMS ET NOTATIONS 

Nous considerons la propagation d'ondes de gravity "monochro- 

matiques" sur un plan d'eau de profondeur variable d'un point a un autre, 

Nous nous limitons a la theorie irrotationnelle, en fluide parfait et 

incompressible ; par ailleurs, nous negligeons les termes de l'ordre du 

carre de la cambrure. 

La methode que nous employons est du type "calcul des perturba- 

tions", le phenomene de reference (non perturbe) etant la houle monochro- 

matlque cylindrique en profondeur constante. 

D'une facon plus precise, les ondes etudiees devront §tre 

localement  peu differentes d'une houle de reference ; par centre, par 

suite des effets cumulatifs de diverses deformations, une houle de refe- 

rence donnSe n'aura qu'une valeur locale. Ces hypotheses sont d'ailleurs 

parmi celles que l'on fait implicitement pour justifier la theorie usuel- 

le du trace des epures de refraction. On peut ainsi definir des fronts 

d'onde, des orthogonales, des amplitudes locales, etc... 

En chaque point, la houle de reference locale, ou houle "tan- 

gente", aura par definition des fronts d'onde et des orthogonales rec- 

tilignes, une amplitude constante ainsi qu'une profondeur de reference 

egalement constante et egale a la profondeur reelle locale. Notre hypo- 

these suivant laquelle le mouvement reel differe localement peu de la 

houle de reference entratne done la petitesse : 

- de la courbure des fronts d'ondes, 

- de la courbure des orthogonales, 

- des pentes de fond, 

- des derivees de 1'amplitude. 

Ces quantltes seront considerees comme des infiniment petits 

dont certaines puissances ou produits seront negliges suivant des regies 

que nous preciserons plus loin.        \ 
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Les notations utilisees sont les suivantes : 

x,y,z, coordonnees dans un systeme cartesien OXYZ dont l'ori- 

gine est sur la surface libre moyenne, 1'axe OZ etant vertical ascen- 

dant. 

£, T\,z,   coordonnees dans un systeme curviligne tri-ortho^onal, 

z  6tant deTini comme precedemment,  5  et r\    #tant tels que les lignes 

S,  = c e correspondent aux fronts d'onde et les lignes T\  =  c  , aux or- 

thogonales, le sens de la propagation 6tant celui des S,     croissants et 

deux lignes de crSte cons^cutives ayant des coordonnees S,    diff^rant de 

271. 

<p(£,r\, z,t) : potentiel des vitesses du mouvement, 

27t 
k,  frequence angulaire de la houle  (k = —), 

T 

T,  pgriode de la houle, 

h(S,r\),  profondeur locale (z= -h sur le fond), 

2 
m0,  nombre d'ondes de reference (k = gm0th m0h), 

n,  nombre d'ondes corrige' m \  / {——)     + (_..) ' 

m',  d^flni dans le texte, 

'
9T
\2  ,3nx2 1,  defini par 1 = \/ (_)  + (1-) 

Yi,  courbure des fronts d'onde (positif lorsque les ondes 

convergent ), 

Y2>  courbure des orthogonales (positif lorsque la concavity 

est vers les r\    croissants), 

(X , pente du fond le long des orthogonales, positive lorsque 

le fond remonte (la profondeur diminue), dans le sens de 

la propagation : 

3h a  = " "V 
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P,  pente transversale du fond le long des fronts d'onde, posi- 

tive lorsque le fond remonte dans le sens des T\ croissants 

a,  demi-amplitude locale de la houle. 

EQUATIONS ET ORDEB D'APPROXIMATION 

Nous dgfinlrons le mouvement par son potentiel des vitesses 

<p(£,r\, z, t). Nous nous limitons aux theories lineaires par rapport a 1' am- 

plitude <p qui devra done satisfaire aux conditions elassiques sui- 

vantes : 

Incomfiresstbilxte  : 

9    ,m 3<j\       9 ,1 9<pN \       9* <P 

'   3?" 
f   9    ,m 9<p,        9 ,1 9<p.  [ 

A<p = ml <^  — (- -1)   + —<- Jl) >   * 
{ d&    1 32       oil " 3^ J 

= 0 

A    dgsignant  le  laplacien. 

Condition  sur le fond  : 

3<p 3(p        n9<p 
_ = ma_- + 1(3—- pour    z = -h 
3z 35 3n. 

Condition de presston  constante en  surface 

3<p        2 g_ = _k <p = 0    pour z = 0 
oz 

Nous savons d£ja que ces Equations ne sont justes qu'a des 

termes de l'ordre du carr£ de l'amplitude pres. Mais de plus, nous con- 

sid^rons comme petites les quantites Yi et Y2» ainsi que les d6riv£es 

de h et de a. 
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Plusieurs de ces infiniment petits sont a priori indgpendants 

si bien que la definition de l'ordre d'approximation auquel on pousse les 

calculs est assez complexe. La facon la plus directe de l'exprimer est de 

faire la liste des quantity non n^gligdes, cependant, pour rendre cette 

liste moins arbitraire et abrdger l'6nonc£ des approximations faites, 

nous introduisons un infiniment petit de reference e et convenons que : 

3 
« et p sont de l'ordre de e . 

5eme : 

Toutes les autres d6riv6es de h sont d'ordre sup£rieur au 

2 
Yi est de l'ordre de e . 

1 3a a 
—jr— est de l'ordre de e . 
a 3y 

1 3* a 4 
est de l'ordre de e . 

a 3y2 

Les dgriv^es sup^rieures de  a, divisdes par  a, sont d'ordre 

sup£rieur au 5eme ; les autres quantitgs infiniment petites 

1 3a 
(Y21 — TT?>   etc..) ne sont pas ind^pendantes des pr6c£dentes. 

a 96 

Nous convenons alors que toutes les Equations du probleme tel- 

les qu'elles sont Sorites ci-dessus dolvent gtre satisfaites a des quan- 

tity du sixieme ordre (multipliers par a) pres. 

Au facteur a pres qui intervient partout au ler degr£, nous 

conservons done toutes les quantity du m§me ordre que : 

1 3a      i38a 
Yi» - *-» a. P.   —.r a 3r|      a 9^2 

ainsi que les produits deux a deux des quatre premieres (0lf3 except^) et 

les carrds des deux premieres. 

Ainsi que nous 1'avons mdiqu^ dans 1'introduction, la recher- 

che de la solution ne met pas en jeu de m^thodes mathgmatiques origina- 

les ou intdressantes en elles-mtmes. En resume, elles consistent a partlr 

d'une premiere approximation qui revient a admettre que loealement le 

potentiei a la m§me expression que celui de la houle de reference locale : 
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cp0 =  f ch m(z+h)  sin(kt-g) 

expression dans laquelle  f, m et  h  sont des fonctions de £  et de 

X\     et £ etant une ordonnee curviligne convenable. 

Les equations du probleme imposent alors : 

- de donner une forme precise aux fonctions  f et m, 

- de definir differentiellement le systeme de coordonnees E,T\, 

- d'introduire un certain nombre de termes correctifs. 

Les formules essentielles auxquelles on aboutit ainsi, sont 

reunies sur le tableau p.7. 

Elles appellent les remarques suivantes : 

a) - Dans un but de simplification, nous n'avons pas fait 

apparaltre directement 1'amplitude dans 1'expression de (p mais une 

fonction  f qui lui est liee en premiere approximation par la relation 

(12). 

b) - La relation (3) definit les positions relatives des li- 

gnes £ = c e, la construction usuelle des epures de refraction (a par- 

tir d'un front d'onde origine) n'est autre que 1'integration graphique 

de ces Equations — de mtme que le calcul sur ordinateur en est 1'inte- 

gration numerique. 

Notre  resultat justifie  done le procede de  construction  o« de 

calcul  des epures de  refraction,   cependant, il apporte une correction 

du fait que m est legerement different de mQ. Autrement dit, la lon- 

gueur d'onde locale dont il faut temr compte pour ces epures est : 

271 2rt 
L = — et non L. = — 

m mo 

Nous etudierons plus en detail, cette correction qui constitue 

l'essentiel du resultat obtenu, en ce qui concerne les applications. 

c) - De me~me que m est inversement proportionnel a l'gcarte- 

ment des llgnes B,  -  c e, 1  est inversement proportionnel a l'ecarte- 

ment des orthogonales. La relation (2) correspond a la loi de 
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TABLEAU  DE  FORMULES 

<p  =   f -.   [ch m'(z+h)]   sxn(kt-B)   +  a[Qm(z+h)sh m(z+h)   + G]   cos(kt-£) 

1      Y 1 
+ _[alish m(z+h)  - (3bG  + 9ch m(z+h)]   sin(kt-g)   f (1) 

m     2 ' 

f = K(n>v/i (2) 

,3g  2        3£ 2 '(-y • oiy = m (3) 
ox ay 

1 - V& • &• 
«Yi     Yi i        32   rK(n)/iI 

m =  mn + — +          I J (5) 
2E        8m       2K(n)/r    9T

2 m 

3 3 32 3      3 

3t        3n gT
2        3n    oil 

aYi 
m'   am. 1- - PbQ (6) 

°        2E 

gmQ  th mQh  = k* (7) 

sh m h  ch    m h 
E=chmh.shmh+mh Q=           (8) 

E2 

rm(z+h) ,. 
G =   [ lj   m(z+h)   ch m(z+h) (9) 

2E 

l 3f      l 3f 
b = f3T = f3* U0) 

m 3l  1 
Yt = ___ = _ (R = rayon de courbure des fronts d'onde)    (11) 

1«  R 

0 = fonction arbltralre de t  et r\    d'ordre de grandeur 
4       5 

e ou e  et dont toutes les d^riv^es sont n^gligeables. 

K(Tl) = fonction arbitraire de r\ satisfaisant aux conditions 

d'ordre de grandeur indiquees pour a. On a d'ailleurs 

en premiere approximation : 

m' sh m'h 

k 

la valeur absolue de  a £tant la demi-amplitude. 

(12) 

NB " Sauf dans I'Equation (31  m  peut partout etre remplaoe* par m'  ou m  sans que 
I'ordre d'approxtmatIon eholsl eesse d'etre respects. 
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conservation des Energies transmises entre deux orthogonales (en fait, 

il faudrait dire, des Energies de reference car on admet dans cet ^nonce1 

que la formule de transmission d'e'nergie est celle de la houle de rgf^- 

rence locale). 

he  dgbit moyen d'^nergie par unite de temps et par unite1 de 

largeur de front est en effet pour une houle cylindrique en profondeur 

constante : 

pg a4 k     Eo 
 (E. = sh m„h ch m.h + m_h) 

4m0  sh m0h ch m0h       ° o     o    o 

ce qui, compte tenu des formules (2) et (12) et (7) ou en premiere ap- 

proximation, nous confondrons m, m' et m , peut s'^crire : 

pk  2 
—iK2(ni 
4 

he debit d'e'nergie par unite1  de  temps  entre  deux orthogonales 

r\    et    T\+dr\    est,toujours  en premiere  approximation   : 

pk  2 —K (n)dn 
4 

La fonction "arbitraire"  K(T\)  repr^sente done a un facteur 

constant pres et en premiere approximation la racine carr^e (positive ou 

negative) de la density d'e'nergie par rapport a la variable T\.   Cette 

density ne depend pas de £, elle se conserve done le long des orthogo- 

nales, ce qui est bien le principe applique1 pour le calcul classique des 

amplitudes r£fract£es. 

d) - Ce qui precede n'est vrai qu'en premiere approximation 

car, en fait,  m, mQ et m'  ne sont pas rigoureusement £gaux et d'autre 

part, le troisieme crochet de la formule (1) apporte une certaine modifi- 

cation  a 1'amplitude qui n'est done pas rigoureusement donne'e par 

1'expression (12). 

[/existence de la fonction arbitraire 9 dans ce crochet mon- 

tre que la theorie, au degre  d'approximation  oit elle  est poussee,   ne 

peut determiner les lois de variation des amplitudes mieux qu'au qua 

trieme ordre prfes - par consequent, les "premieres approximations" 
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etablies plus baut, sont les seules que cette th^orie nous permette d'at- 

teindre. Elles sont en plein accord avec la regie de non-transfert de 

l'dnergie a travers les orthogonales. 

APPLICATION AUX CALCULS DE REFRACTION 

La formule (5) permet d'apporter une correction aux calculs ou 

de refraction. Celles-ci dolvent §tre etablies comme si la longueur d'onde 

1 1 
locale, ou la vitesse de phase, etalt proportionnelle a — et non a —. 

m mQ 

Posons, pour simplifier ; 

<*Yi       Yi             l        32    ,K(TI)VT, 
Am = m - m    = +   + L J 

2E        8tn0       gKfTW/Tat2 mo 

ou nous   avons,   a droite,   remplacd   les     m    par des     m0     comme  11  est  lici- 

te de  le  faire. 

La  longueur d'onde  a prendre  en  compte  dans  les  epures  de 

refraction  est   : 

27t       27C Am 
L = — = —(1 ) 

m        m_ m^ 

Autrement dit, la correction relative sur les longueurs d'onde 

Am 
sera : - —. Si cette correction etait partout la m§me, la forme du plan 

mo 
de vagues ne serait pas changee et la correction resterait purement lo- 

cale et sans intergt pratique vu sa petitesse. Mais, en fait, cette cor- 

rection relative varie d'un point a un autre et peut provoquer ainsi des 

deviations des orthogonales qui se r£percutent sur 1'ensemble du plan de 

vagues. 

ORDRE DE GRANDEUR DES CORRECTIONS 

II est evidemment utile de se rendre compte de l'ordre de 

Am 
grandeur pratique des corrections — ainsi Introduites. Pour cela, nous 

mo 
examinerons quelques cas numeriques. 
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a)  -  Terme 
2EmQ 

Un rayon de courbure des crftes egal & la longueur d'onde 

est d^ja relativement petit ; nous pouvons done conside>er que —  est 

une valeur forte pour  Yi ; 51 en resulterait : 

li - _L 
mQ  2rt 

E crott tres vite avec la profondeur mais par fonds faibles 

il vaut environ 2m.h. Pour des profondeurs relatives faibles — = 20, 
0 h 

par exemple, on aurait : 

4rt 
E =/=£= 2mh = — 

20 

Enfin a est rarement de plus de quelques pour-cent. Pour 

un fond naturel tres raide, 10 %  par exemple serait d£ja tres £lev6. 

En definitive, on aurait done : 

1   20 
- 0,1 x — x — =?t/= - 0,025 

2TC  4It 

Des conditions extrgmement favorables £tant r^unies, on voit 

que la correction reste ndanmoins assez mlnime (2,5 %). 

On peut ajouter que les profondeurs relatives tres faibles 

ne se rencontreront vraisemblablement que vers la fin de la course 

des houles, sur les plages ou elles ddferleront. Les modifications du 

plan de vagues n'ont plus alors pratiquement qu'un effet local puis- 

que les changements d'orientation des orthogonales n'auront plus 

d'effets lointains. 

En r6sum£, ce terme est vraisemblablement toujours n^gligea- 

ble. 

b) - Terme 
t 

Yi 
_ 2 
8m0 

vaut 

1 
Dans 1'hypothese de courbure ci-dessus (Yi = —)» ce terme 

L 
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1 

8(2Tt)2 
= 0,003 

II est done egalement tres faible et sauf dans des travaux de 

grande precision, pourra aussi ttre le plus souvent neglige. 

1    32 rK{r\)/l, 
c) - Terme   : L J 

Zm0K(r\)/l  3t2   mo 

Si, pour simplifier 1'etude de ce terme, nous supposons m0 

(done  h) constant (ou au moms independant de r\), nous savons 

que le crochet est proportionnel  a un facteur constant (ou independant de 

r\)   pres, a la demi-amplitude  a  [Cf. formules (2) et (12)]. Ce terme 

peut done s'^crire : 

1  32 a 

2m0 a 3t 

reprdsente la courbure maximum de la surface libre de la houle de 

reference, le terme correctif peut done s'ecrire : 

ill 
2 Yn 

Yn et Y-t  ddsignant les courbures de la surface libre des cr§tes dans 

les directions de propagation et de front d'onde. 

Ce rapport peut ne pas §tre negligeable car la refraction peut 

provoquer le long d'un front d'onde des variations d'amplitude relative- 

ment brutales. Yt pourra aussi prendre des valeurs relatlvement impor- 

tantes au voisinage de points de diffraction ainsi que le montre 1'exem- 

ple suivant. 

II s'agit en fait de 1'etude expe>imentale de la diffraction 

d'une houle en profondeur eonstante au passage d'une breche de trois 

longueurs d'onde de large, pratiqude dans une jetee rectiligne inddfinie 

perpendiculaire a la direction de proportion incldente. 

La figure 2a)  repr£sente schematiquement la disposition de 

l'essai. Par suite des ph^nomenes de diffraction, 1'amplitude n'est pas 
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r^partie uniform£ment le long des cr@tes. Au contraire, au voisinage de 

la breche, 1'amplitude marque une diminution sensible au voisinage de 

1'axe et bien entendu des diminutions importantes vers les zones abri- 

t£es. La repartition de 1*amplitude mesure'e le long de la crSte AB 

(ayant parcouru une longueur d'onde depuis la breche) est donn^e a titre 

d'exemple dans la figure 2b). 

Sur cette figure, sont egalement indiqu^es en pointings, aux 

mtmes 6chelles verticales exag^r^es, les allures des sections de la hou- 

le par des plans verticaux perpendiculaires a la crtte. On voit que les 

courbures Y^ quolque plus faibles que les courbures  Yn 
fle sont ce- 

pendant pas d'un ordre de grandeur tres different si bien que l'on peut 

Am 
s'attendre a des corrections — atteignant par exemple 1'ordre de 

mo 
grandeur de 10 %. 

Ainsi, les longueurs d'onde seront sensiblement plus faibles 

sur l'axe que de part et d'autre de celui-ci et les orthogonales conver- 

geront vers l'axe ainsi que le montre la figure. Cette convergence aura 

pour effet de reconcentrer de l'^nergie vers la zone axiale et ainsi, 

d'y augmenter l'amplitude aux d^pens des zones voisines. Ainsi, une lon- 

gueur d'onde plus loin, par exemple, l'amplitude aura au contraire un 

maximum local sur l'axe au lieu d'un minimum. L'inversion des courbures 

Yt qui en r^sultera fera d'ailleurs ggalement s'inverser la courbure 

des orthogonales. 

Ainsi, 1'introduction de la correction de longueur d'onde dans 

les calculs de diffraction permet, pour cet exemple, de prgvoir des mo- 

difications de repartition d'gnergie le long de la cr§te alors que la 

th^orle usuelle n'auralt pu le faire. Ces modifications se font d'ail- 

leurs sans enfreindre la loi de non-transfert d'gnergie a travers les 

orthogonales mais celles-ci, au lieu d'ttre rectilignes comme la th6orie 

usuelle le prgvoit en profondeur constante, deviennent en fait des 11- 

gnes plus ou moins sinueuses. 

La photographie de l'essai, figure 3, permet de voir claire- 

ment l'essentiel des phenomenes ddcrits, y compris le renforcement d'am- 

plitude dans l'axe a quelque distance de la breche et 1'inversion de la 

variation de la longueur d'onde le long du front. 
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XIMITES DE VALIDITE, COMPLEMENTS 

II importe de rappeler que toute cette theorie est basee sur 

la petitesse des elements qui distinguent localement la houle refractee 

de la houle de reference, soit ot, (3, Yi> etc..., son domaine de validi- 

ty sera done celui ou ces quantites seront faibles, e'est-a-dire au fond 

les cas que l'on pourrait appeler de refraction moderee. II faut exclure 

en particulier, les voisinages des croisements et accumulations d'ortho- 

gonales (focales, caustiques, etc..) qui, d'ailleurs, cesseraient de 

satisfaire a nos conditions qui excluent en fait toute anomalie de la 

transformation 5(x,y),  T\(x,y). 

D'une facon generale, tous les accidents "brusques" (voire 

discontinuites) de la propagation entrent dans le domaine de la diffrac- 

tion et il est certain que l'ensemble du phenomene de diffraction a 

travers une breche par exemple, ne saurait ©tre entierement  etudie par 

une theorie de la refraction telle que celle~ci. II suffit de remarquer 

par exemple, qu'au voislnage des extremites de la bre.che, notre infini- 

ment petit  Yi> par exemple, deviendrait infiniment grand. 

En resume, les corrections proposers ne nous permettent pas 

de traiter tous les cas de propagation et en particulier, pas ceux qui 

relevent foncierement de la theorie de la diffraction, mais elles 

permettent neanmoins d'etendre le domaine de validity des calculs de 

refraction et d'augmenter la precision de certains resultats. 

II est peut-@tre utile de rappeler egalement que nous nous 

sommes limites a des theories du premier ordre par rapport aux amplitu- 

des a de la houle. Nous avons done la possibility, au m@me degre' de 

precision de "superposer" un nombre quelconque de houles de frequences 

identiaues ou differentes. Par contre, nous n'utilisons qu'une theorie 

approchee. En particulier, pour les applications aux calculs de refrac- 

tion, il pourrait e"tre souhaltable d'ajouter aux corrections donnees 

ici celles qui resultent de 1'importance de la courbure - Cf. reference 

[2] . La discussion complete de cette nouvelle "correction" nous entrat- 

nerait trop loin pour le cadre de la presente etude. 
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